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Estimation des statistiques d’erreur:
analyse multivariée

~
U A Département des sciences de la terre et de I'atmosphére
Université du Québec a Montréal

Estimation des statistiques d’erreur

 Hollingsworth et Lonnberg (QJRMS,1986)
+ Estimés de (y — Hx,) a différents endroits
* Pour chaque site d’'observation: (y—Hx, )(p) =&,(p)+ He,(p)

* Des endroits différents correspondent a des mesures
indépendantes

0
(g,(P)EL (@) ={ ,

SP

if p#q
whenp=q
* Covariances des vecteurs d’'innovation:
1(p.4) =(((P) + Hey (P) o (@) + Hey (@)
= (£o(P)eo () +(He, (P)He, ()
* Si les observations correspondent aux variables du modéle:

(He, (p)He, (a)) = 5, (p)o, (@p(p-4))
ou p est la fonction de corrélation.
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Estimation des variances d’erreur et des corrélations

i,

I(p,p) =0, +o, o!

1(p,q) =o;p(r)

background =srror

covariance

separation

(tiré de Bouttier et Courtier, 2000, ECMWF)
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Estimation de statistiques d’erreur de L
P Analyse multivariée
prévision (Schlatter, 1975)
» Etat-modéle correspond maintenant a (u,v,®) définis
H-H CORRELATION VS DISTANCE en chaque point de grille du modéle. Ici @

- 1o, 1 CTELAION 73, pTINGE représente le géopotentiel

R \’wm « Exemple: couplage entre (u,v,®) aux latitudes

R . hN p 6 ol moyennes introduit par I'équilibre géostrophique.
E f \ + But de I'analyse multivariée:
w | paueep- .
g oL 7| FemesToN N, g.r.-‘_e‘_wswE * construire une modeéle de covariance d'erreur qui prend en compte les

ol ol '-i__“‘-—'—; — couplages dynamiques existant entre les variables du modele.

4|_ 2t R

5! T 5 b b i e s * Ref.: Daley, 1991, ch. 5., sect. 5.2 et 5.3.

CHSTANCE o
Corrélation d’erreur de prévision en Courbes de corrélations
fonction de la distance (x1000 km). Persistence:
DX, y,t) =D, +e™ (D, -D,)
Climatologie (®,)
Couplage géostrophique Analyse des vents avec un incrément
- Géopotentiel @ est relié a la fonction de courant ¥ par: d'analyse purement rotationnel

O=2Qsine¥Y=f¥

- Variance d'erreur du géopotentiel: Variable de contréle: composantes horizontales du vent u et v

2 _ g2 2 1
6, = T (0)oy Jb(u,v)st(V):E(V—Vb)TBZ}V(V—Vb)
* Erreur s'annule a I'équateur, la ou le couplage T T
, : - : , . uu’) (o)
géostrophique cesse d'étre valide Modeéle de covariance d'erreur: B,, = < T> < T>
vu v
+ Décomposition du géopotentiel en une composante
géostrophique f¥ et une composante agéostrophique ol u et v représentent I'erreur de prévision sur u et v (g, et ).
O Dy =P+ D'
oY oy
* Erreur sur @' est supposée étre décorrélée de celle de P: <(D 'Y > =0 U=——t—
P . oy 0Ox
. ! * Théoréme d'Helmholtz:
* Variance d'erreur: ¥ oy
vV=4—
o} = f7(p)o} + 3. ox " oy
» Ecoulement rotationnel est représenté par sa fonction de
courant V.
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» Changement de variable ¥ — (u,v)
u)_ Ly - -0/0y ¥
v 0/ 0x
Covariances d'erreur de prévision pour les vents
_ u T T _ T _ T T
BH_<[vj(u v )>_<(L\{')(L‘P) y=L{(vw L
Covariance d'erreur de prévision pour ¥ avec
corrélations homogeénes et isotropes

By :zwsil CW» (Sil)TZTy = B, :L<Blw :ZWSA é\w (Sil)Tz-\:’)LT

Terme de background de la fonction colit:
3, v) = 4(V-V,) B, (V-V,) = 1&"¢
Changement de variables prend la forme:

X(i) _ [u(%)j: [uh J+ LZW, 5! é\ 2&.
v(€) Vi

UQAM 2017

Remarques

» Variances sont exprimées en termes des variables d'analyse,
ici P et @'.

» Il est nécessaire d'établir une relation entre les variances
d'erreur de ¥ et y (cas général) et celles de u et v.

+ Dérivation présentée au ch.5 de Daley (1991)

*  Dérivation pour le cas rotationnel seulement (y = 0) sera présentée.

Relation entre les covariances de ¥ et celles
deuetv

* Soit Uy = u(Xy,Y1), Uy = U(XpY2), Vi = V(Xy,Y1) €1V, = V(XpY5)
* Propriété de la moyenne statistique:

<L|]U2> :<6API 6\112 > :< lim (\{I(XI’ Y +Ay1)—‘I’(x1, yl)) aP(Xz’ yz)>

a}ﬁ 6)’2 M0 AY| 65’2
T (%, )\ (%, Y,)
7Aly1.TOAy, [<W(x],y,+Ayl) & > <¥P(x1,y1) & >j
:ﬁ<\u] £>
N\ o,
» Opérateur de dérivée commute avec la moyenne.
Conséquemment: ,
0
uu,)=——W,¥Y
e A
De méme:
2 2 o
<U1V2> = _Oylaxz <\y1\y2> <u2V1> = _m<qjl\*‘z> <V2V1> :Jra)(za)(l <\*‘|\F2>
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« Changement de

variables: o
(xl,y,,xz,y5—>(xl,y,,x,7)

Y=Y = V

ou X, =X, =X

(Xpyp)
* Régle de dérivation en chaine:

0 _ 9y 0 o _ o o
oy, 0y, 0y, oy, oy oy, oY
0 2

=+ %
oy, oy

» Covariances de ¥ sont supposées étre homogénes et
isotropes:

* Homogéneéité:  (¥,¥,) = (W (X, Y)W (X,, ¥,)) = Byy (X, §)
* |sotropie: Byy (X, ¥) = Byy (1)

0? 0 0 0 o o o’ o~
"Done (uus) =5 oy, () :[5_5)[@};”“’”LWBW“’”
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(X5:¥2)

* On peut également montrer que:

0’B, 0°B
() =T (=)= S0 N
(X,y1)

'y

En passant en coordonnées polaires (r,0)
B, +B,, =(uu,)+{(v,v,)

i P .l ) ‘ (10
[rx: w]B VB (D rar(rar B"“"“’] B,, =sindcos ¢{r7r[F—B?.I,(r))}
o

0

B -8 = ()= ()= - 2o Jon 0 B, -8B,
= (sin > —cos’ (p{rg(%% By (r)ﬂ

Rotation des composantes pour les aligner avec les
directions longitudinales et transverses

L]7 cos¢ sing u] B, By} (cosp singYB, B,Ycos¢p —sing
T) (-sing cosp\v B, By “—sing cosp B, B, Asing cosp

Il s'ensuit que 1d d?
Bll(r)—_Fanw(r) Bn(r)—_FBw'(r)

By=By=0
Généralisation pour inclure le potentiel des vitesses y (composante divergente)

d’ 1d
=——B,,——B
E’h(r) drz B‘PP r dl' )4

1d d’
By ()= *Fa By (1) 7? Bxx

Relation entre les covariances d'erreur sur les vents et celles de ¥ et y
By Bu) (cose -—sing)B, 0 cos @ sin @
B, B, “lsing  cosg )\ 0 B, )\ —sin ¢ cos @
B,, =sin’ gB, +cos B,
B,, =cos’ @B, +sin’ @B,

Buu+va = 3I +Btt :_VZB\PW_VZBXX

Définissons les corrélations p,(r) et p,(r) alors que c,2etc,?sont les

variances correspondantes: B —g?
Yy — G‘i‘p‘l—'(r)

Bxx = Gipx(l’)

Longueur caractéristique d'une fonction de corrélation

Variances d'erreur sur les vents

*Définie comme étant la courbure locale

*Exemple: gaussienne

» Variances, covariances et corrélations de ¥ et g

B

AL

Byy = Gipw(r)

olp,(r)

On suppose que les variances sont localement constantes (i

.€., elles varient sur

*Cas 1D -rinol
dp pr)=e
p(r)= ’0(0)+rd7r(0)
d? ldp
e Vip(r)=— p+——Ft
+ 1 d 'f(O)+... P a
2 dr d r 2.0
) ap ELEPSLTE
E]—r— dr L2
2
L dz,’D:_Lwefr“zﬁ_'_Lzefr?/zf
) 2 dr’ L L
L. = —7,,(0) v (0)_,l,i_,£
NN ERNE
*Cas 2D ~L=k
2 __ 2
V2p(0)

des échelles spatiales plus longues que celle de la fonction de corrélation).

* Variances d'erreur des vents:
0)=B,,(0)=0;

uu u

Bu (0)+ B, (0) = 25
. 2 2
=lm (- VB, - VB,
lim (- o3V 2, (1) = o2V 2, (1))

2 2
26, 4 26;{

2 2
Ly Lx
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Décomposition de la variance en composantes
rotationnelle et divergente

+ Composante rotationnelle: sz = (1-v’)c?
e
02
« Composante divergente: L—; =v’c)
X
* Rapport entre la composante ol /12
divergente de I'énergie cinétique et vi=—L 2L
Oy

I'énergie cinétique totale de I'erreur

« Covariances d'erreur sur les vents:

L 1d dp, ., 1dp
B, :cf{—suf (pd—:?;'—cos2 (%;P}+cf{—cosz q)d—rz‘—sm2 (PFT:

Corrélations croisées (uu) (vv) {(uv) (du) et (dv)

Covariances d'erreur entre la masse (géopotentiel)

et les vents
« Couplage géostrophique complet: @ = f)¥
* Composante rotationnelle de la variance d'erreur des vents est directement
reliée a celle du géopotentiell p 3[) _ f02 p ij
« Couplage géostrophique partiel:® = f,¥ +@'

2

@'

o, =floy +o
b (P D)= () — sz(y(zb,/o-i
oo(1-p?) = flo}

« Définition des variables d'analyse:

Y,y et " MFYO)Y=(xDY=(Py)=0
(woT) (") (veT)) ((weT) o 0 Byw 0 0
Buo=| (¥7) (a’) (@) |=| 0 (") o |= 0 B, 0
(09T (o) (@'@T) 0 0 (oo) 0 0 By,
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Daley, 1991:
ch.5,Fig.54et5.7
Figure 5.7 {a) pgir. #) and (b} pg,(r, &) for j= 1, using the correlation model (4.3.21).
Modéele de covariance d'erreur multivarié
» Définition de deux changements de variables
supplémentaires :7ai,+al
¥ ¥ 1 0 oyV¥ gy gx
b4
7 |- X :OIOZL)vara—JrEZ
X
@' O=04+f¥) |fl 0 I)o
[O)
» Expression pour les covariances d'erreur de u,v and ®
sont exprimées en termes de celles de ¥, y et @'
Bu,v,m =L, Lle.x,m' LIT LE
1 0 0By, O O Y1 0 fl
By,o=LBy,,Li=[0 1 0f 0 B, 0 |01 0
f1 0 1L 0 0 By, )0 0 1
B,, 0 0 Y1l 0 flI B,, 0 B,,f,
=l 0o B, 001l 0|=sf 0 B, 0
foB'w' 0 Bw'dv 00 I anw' 0 [anw‘ f0+Bw‘uv]




SCA-7216 Introduction a I'assimilation de données UQAM 2017

Incréments d'analyse et covariances d'erreur

de prévision

* Incréments d'analyse obtenus en réponse a une seule
observation de u située sur un point de grille

Au
X, X, =AX, =| Av | =B, H Yo ") g

AD (05 +03)
* Expression de I'incrément d'analyse: 0
* Observation de u au point x;: :
—Au B, (X1,X,) Au B, B, By )0
—>Av = Bvu(xl ,X2) Av | = Bvu BW B Du 1
-AD = Bou(x1.%2) AD By, Bo Boo O
0

* Minimisation conduit a des incréments d'analyse Ax
desquels on peut obtenir les incréments Au, Av et A® en
appliquant les changements de variables décrits plus haut.

Incrément d'analyse obtenu en réponse a une
observation unique de la composante zonale du vent

Corrélations croisées (uu) (vv) (uv) (®du) et (dv)

i..’I-IH'
//"‘"\ 0.0
s ,‘(,/:, ‘\:\1\1
VLW )
-~ -yl
r:\\\\ ! \'\-‘_"‘:{‘f
¥/ i\
——
e 0|EI
Daley, 1991:
ch.5, Fig.54 et5.7

Figure 5.7 {a) pgir. #) and (b} pg,[r, &) for u= 1, using the correlation model (4.3.21).
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Méthodes des prévisions décalées
(ou méthode NMC, Parrish et Derber, 1992)

» Difference entre deux prévisions est supposée
étre représentative de I'erreur de prévision

(0) (™) (2T)
Xti Xti +T Xti+2T
Il i e ! (T)
‘ [ X£i0+)T Xti +2T
(0)
6X t+T 8X

(M
4 +2T
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Procédure pour estimer les statistiques d’erreur de
prévision

1. Calcul des différence X gk — X,,K) =E®
2. Calcul de la moyenne de E et débiaisage des E®

UQAM 2017

Modeéle de covariance d’erreur multivarié

Décomposition des variables du modéle en composantes balancées
et non-balancées

* Fonction de courant: 4
* Potentiel des vitesses: x = x +E(en)¥
* Température: T(pn) = T'+AMmMm,)B () ¥(o,n,)

* Pression de surface: p, =Inp, +S¥(e.n,)

E(p,m), A(n,n,) et S sont obtenus par régression linéaire pour minimiser
la variance des composantes non-balancées

* (Derber et Bouttier, 1999; Gauthier et al., 1998)

Au(k)
— 1 N R o N Av(k)
E=—YE® ®) _gk) _ E® —
N ; EW -E® _E Ao ®
Ap(Y
3. Conversion des (u,v) en (¥,%)
4. Régression linéaire pour obtenir
E(e.n), S et A(n,ny)
5. Définition des variables d’analyse ', ', T’ et pg’
Définition implicite des covariances
+ Changement de variable; Wy Wy
x x
x=| T [=M| T |=Mx'
Inq Inq
In p, In p;

* Erreurs sur les variables d’analyse sont supposées
étre décorrélées :
(W) =(¥YT)=(Tx)=..=0
* Les covariances d’erreur pour les variables du
modéle sont définies par ce changement de variable

Prof. Pierre Gauthier

Définition implicite des covariances

(wwr) 0 0
0 <X'x'T> .
Bl ' (rTm) 0
0 0 ((p,'p. ™))
B,=MB M’
() e (v ) (vw)s
ECT) (B )E 7)) EQreT)Ar E(vy")s’
A(wyT) A(wYT)E" (A(weT)AT+(T'TT)) A(wyT)s’
s(¥’) S(P¥ )E S(P¥T)AT (s(w¥)s"+(p' p,"))
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Incréments de géopotentiel et de vents obtenus en
réponse a une seule observation de la composante zonale
du vent située prés de la surface dans les extra-Tropiques
Nord (60N-30W)

v B

Incrément d’analyse obtenu en réponse a une seule
observation de la composante zonale du vent

Rapport de la composante non-balancée de la
Estimation et définition des statistiques variance sur la variance totale (Buehner et al., 1999)

d'erreur de prévision . Variance Ratioof T'to T

10

+ Statistiques d'erreur de prévision sont basées sur
celles des innovations pour des observations de
radiosondage de u, v et @

* Variances d'erreur de u, v et ® peuvent ainsi étre obtenues (c,2, 2 et
642 ) des innovation par rapport aux données de radiosondages

D"Q

* Estimation des longueurs de corrélations de V¥, y’ et @’

pressure (hPa)

* Calcul de v?

* 2 2 2
Calcul de 6,2, 0,* et 54,2

Prof. Pierre Gauthier 8
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Formulation incrémentale de l’initialisation aux
modes normaux (Daley, 1991, ch.10)

+ Analyse initialisée:
X, =N(x,) =N(x, +x,)

ou N représente le processus d'initialisation aux modes normaux

« Puri et al.(1982), Ballish et al. (1992):

* initialisation n’est appliquée qu’aux incréments d’analyse pour ne pas filtrer
des ondes de gravité réelles (e.g., marées atmosphériques, ondes semi-

diurenes) oN
ox, =N(x,)—-N(x,) = (—j oX,
OX Jyx,
* Analyse initialisée:
X, =X, +0X,

UQAM 2017

3D-Var

séries temporelles de pression de surface

o |

P

Interpolation optimale
séries temporelles de pression de surface

0 gg4 == £

o N y

a — 4 ]

@ ¥=.C 1
\\_
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Composante d'analyse du filtre de Kalman
x, =X, +K(y—Hx,)
K=BH' (R+HBH")"
P, =(1-KH)B
Matrice de gain (ou poids statistiques): K
Innovations (ou écarts aux observations): y - HX,

* Filtre de Kalman ajoute une dimension temporelle a la
modélisation des covariances d'erreur de prévision qui peuvent
alors dépendre de I'écoulement

* 4D-Var ajoute une dimension temporelle aux opérateurs
d'observation

* 4D-Var peut étre pergu comme une généralisation de
I'opérateur d'observation qui inclut maintenant une intégration
du modéle de prévision




